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ABSTRACT: The following paper is a modest homage to the
personality of Isaac Newton (1643-1727) at the 375-th anniversary of
his birth; just a year ago, 330 years have passed since the publication of
the first edition of the famous fundamental work PHYLOSOPHIAE
NATURALIS PRINCIPIA MATHEMATICA, which many scientists
consider to be one of the brightest scientific achievements of all time.
For reasons that will be mentioned in the right place, this paper is
limited to some aspects of the second postulate (the Basic Law of
Classical Mechanics), which is analyzed in three respects: (i) as
mechanical causality, (ii) as a basic objective for the definition of
equivalent force systems (the group of elementary equivalence
operations of the competing force systems and the extension to some
force systems) and the classification system for force systems, and (iii)
as a mathematical tool for analyzing the mechanical condition of the
free and bonded material point and by extension of any system of
material points (the whole and partial torsor theorem).

KEYWORDS: fundamental law, extended law of classical
mechanics, inertial mechanical state, equilibrium theorem,
static/dynamic regime.

Introducere

Anii 2017 si 2018 ocupa o pozitie speciald in istoria stiintei prin
faptul cd aduc in prim-plan personalitatea marelui Isaac Newton (1643-
1727) printr-o pereche aniversara marcata de numere ,,rotunde”: 375 de ani
de la nastere (2018) si 330 de ani de la publicarea primei editii a celebrelor
,,Principii” (2017). In acest context am considerat oportuni prezentarea
catorva aspecte care au constituit obiectul unor preocupari mai vechi ale
noastre asupra mecanicii newtoniene.

Concentrarea pe numai unul din cele 3 postulate si abtinerea de la
consideratii de facturd filozofica ale doctrinei newtoniene este determinatd
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de doi factori : (a) acest mod de abordare este mai aproape de preocuparile
noastre didactico-stiintifice, plasate in principal in afara domeniului
istoriografiei si (b) respectarea limitelor uzuale ale comunicarilor facute in
cadrul DIS. In privinta sustinerii precizarii (a), desi consideram ci
Postulatul al II-lea ocupd o pozitie oarecum privilegiatd in raport cu
celelalte doud, totusi nu am putut evita unele interferente cu acestea si cu
legea atractiei universale pe care le-am dimensionat la strictul necesar. De
asemenea ne-am concentrat asupra unor aspecte de fond ale evolutiei si
perfectiondrii formelor originale pana la expresiile lor actuale, consacrate.
In acest sens considerim ci nu este cazul si detaliem aspectele
istoriografice referitoare la subiect. Totusi, din respect pentru adevar vom
mentiona ca Insusi [saac Newton a afirmat ca realizarea operei sale nu ar fi
fost posibild farda aportul ilustrilor sdi predecesori, incepand cu cei din
atichitatea greco-romana (Aristotel (384 1.Hr.-322 1.Hr.),
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Fig. nr. 1 - Isaac Newton si pagina de titlu a capodoperei sale

Arhimede (287 1.Hr.-217 1.Hr) si altii) si Incheind cu reprezentantii
renagtentisti intre care se remarca Galileo-Galilei (1564-1642). La randul
sdu opera newtoniana a fost completatd si imbunatatitd de insusi autor, in
cele trei editii publicate intre anii 1687-1726 si ulterior modernizate de
intreaga pleiada de savanti, dintre care mentiondm pe L. Euler (1707-1783),
J.L. d’Alembert (1717-1785) si J.L. Lagrange (1736-1813) la care putem
adduga pe reprezentantii teoriilor modern ale fizicii care au revolutionat
conceptia despre legile universului: M. Plank (1858 - 1947), L.de Broglie
(1892 - 1987) si A. Einstein (1879 - 1955).
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in fine, mentionam cd delimitarea noastra de prezentarea aspectelor
filozofice ale doctrinei newtoniene (aspecte la care insusi Is. Newton a tinut
intitulandu-si opera capitald intr-o forma sugestiva in acest sens) mai are si
un alt temei in afard de cele doud prezentate mai sus. Analiza acestor
aspecte filozofice revine unor specialisti In acest domeniu care probabil ca
vor tine seama cd Isaac Newton a avut o atitudine evaziva intre
materialismul metafizic si idealismul religios. Din fericire acest aspect
filozofic nu are efecte negative asupra componentei stiiintifice, de fond a
doctrinei clasice. Astfel modelul newtonian s-a devedit satisfacator in
problemele tehnice si chiar in astronomie, unde este aplicat cu succes,
rezistand asaltului teoriilor moderne ale fizicii, in calitate de model de
calcul si de interpretarea a universului material la scara sistemului solar; asa
cum a rezistat si asaltului unor critici in timpul vietii lui Is. Newton, de-a
lungul a circa 4 decenii.

Legea fundamentala ca raport cauzal

Legea Fundamentala clasica (LF) exprima un raport cauzal al carui
suport material este un Sistem Mecanic (SM) consténd intr-un Solid Rigid
(SR) reductibil la un Punct Material Liber (PMLB). Forta F care se aplica

PMLB constituie cauza care are ca efect accelerarea PMLB reprezentat prin
masa sa m, cu acceleratia absolutd ‘@ (in raport cu un reper inertial); (v.

schema 1 si relatiile 1 si 2).

CAUZA PRIMARA SISTEMUL MECANIC EFECTUL PRIMAR
(EXCITATIA) (FM) (OBIECTUL ACTIUNII (RASPUNSUL
3 FORTED PMLB) B

FORTA DATA PMLE. demasi m” ACC. ABSOLUTA @ a
F (tiF ) PMLB

CAUZA EFECT SECUNDAE.
SECUNDARA (MISCAREA PM)
{CONDITI INITIALE)

Schema 1. Legea fundamentali ca raport cauzal

Variante de exprimare matematica a legii fundamentale

Varianta 1. Expresia matematicd elementarda a LF (formula

fundamentald) este :
F=ma,F =mr

)

care poate fi interpretatd ca: (a) egalitate a doi vectori legati, (b)
coliniaritate a vectorilor F si @, unde factorul m este masa PM (punct
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material) , invariabila spatio — temporal si (¢) ecuatie diferentiald de ordinul
al II-lea in raport cu timpul (ecuati diferentiald a miscarii P.M.L.B.).

Ca orice formula fizica, (1) prezintd avantajul conciziei si al
oportunitdtii maxime operationale, insd si dezavantajul de a nu explicita
raportul cauzal pe care 1l reprezinta si care trebuie totusi cunoscut pentru a
evita erori atat in aplicarea la diferite situatii concrete, cat si in interpretrea
LF 1nsasi.

Expresia matematica (1) are urméatoarea forma dezvoltata:

F (477)=H, )

(H=m = impulsul absolut al PMLB care face obiectul actiunii fortei date

F); forta dati (cauza) care actioneazd asupra PMLB apare sub forma
generald ca functie vectoriala de timp, vector de pozitie ¥ al PMLB in

raport cu originea unui reper inertial si 7 viteza PMLB in raport cu acelasi
reper, iar efectul apare ca variatie a impulsului absolut al aceluiasi P.M.L.B.
intr-o unitate de timp.

Folosirea vectorului impuls absolut, H, in expresia (2) a LF are din

punct de vedere teoretic doud avantaje fatd de (1) : a) evidentiazd asocierea
obiectiva a efectului fortei F cu obiectul concret al actiunii sale, adica

PMLB reprezentat prin masa sa m si b) constituie expresia teoremei
impulsului in calitate de componentd a celor trei teoreme generale ale
mecanicii clasice pentru cazul particular al P.M.L.B. Din punct de vedere
practic avantajul pare sa treaca de partea expresiei (1) deoarece aceasta
evidentiaza mai bine faptul ca la compararea a doud SF concurente in
vederea clasificarii lor aplicand operatiunile elementare de echivalenta in
conformitate cu raportul cauzal exprimat in legea fundamentald trebuie ca
obiectul actiunii celor doua sisteme de fortd comparate sa fie acelasi PM,
sau doud PM de aceeasi masa ,,m”, astfel incat sd avem (F \=F ) — (&=

;). Ca raport cauzal ecuatia fundamentald este valabild in regim

permanent, adicd pentru orice t > t, , unde t, este originea timpului aleasa in
mod arbitrar.

Privita ca ecuatie vectoriald sau conditie de coliniaritate expresia (1)
a LF contine cauza primara F separatd de efectul sau primar, @. Acest fapt

este specific formei celei mai simple a legii fundamentale in care forta data
F este invariant spatio-temporal (v. problema balisticd, mg = ma). in acest
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caz ecuatia diferentiald a unui P.M.L.B. se integreaza ,,in trepte” conform
problemei inverse a cinematicii PM pastrand oarecum separarea cauzei de
efectul sdu. In general insd acest tablou nu rezistd; astfel chiar intr-un caz
simplu cum este pendulul elastic marimile cauza si efect ,,se amesteca”
rezultdnd ecuatia diferentiald a miscarii P.M.L.B. in conformitate cu
problema lui Cauchy. Ceea ce este comun insd tuturor situatiilor este
angajarea conditiilor initiale care apar in calitate de cauzad secundara,
independentd de forta datd, extinzand raportul cauzal primar -care
relationeaza cauza primara cu efectul primar (acceleratia absolutd) la forma
care relationeaza cauzele primard/secuandard (forta datd si conditiile
initiale) cu efectul lor global constind in miscarea absolutda a P.M.L.B.
exprimatd prin tripleta ¥, 7, . Referitor la aspectul esential al conditiilor

initiale trebuie facute urmatoarele precizari: a. conditiile initiale se justifica
in calitate de cauza secundard (v. Tab. 1) prin faptul ca ele reprezintd o
infuzie / difuzie de energie de tip ciocnire (fenomen de salt); conditiile
initiale pot fi privite si ca elemente de continuitate prin alegerea potrivita a
momentului initial, ,,t,” si b. desi conditiile initiale riman cauza secundara,
independent de SFD, ele nu mai pot fi absolut arbitrare in cazul PMLG,
deoarece trebuie sd respecte conditiile de compatibilitate cu legaturile
aplicate PM in calitate de pivot al raportului cauzal.

Privita din punct de vedere dimensional relatia (1) exprima forta ca
marime derivatd in functie de dimensiunile masei , lungimii si timpului (ca
marimi fundamentale) prezente si in cealaltd marime derivata, acceleratia :

<F>=<M><[><T>72 (3)

In acest context, mentionim ci : masurarea unei forte este posibila
att prin masurarea directd a efectului a, cit si prin intermediul deformatiei

elastice a unui resort ideal, adicd prin echivalarea fortei date cu o forta
elastica in regim static. Trebuie insd subliniat ca interpretarea dimensionala
a LF poate antrena o eroare majora : definirea notiunii de fortd folosind
relatia (3).

Varianta 2. Corolarul postulatului al doilea al mecanicii clasice.
Prima extindere a LF pentru PMLB

in virtutea acestui corolar ,Daci un PMLB este actionat de un
Sistem de Forte Concurente (SFC), atunci efectele lor, adica acceleratiile
absolute @; se compun odata cu sistemul de forte deoarece acceleratiile @;
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produse de fiecare dintre fortele F; aplicate succesiv sunt aceleasi cu cele
produse cand fortele F actioneaza simultan (in sistem)” :

LFi=md —»XF=mXd—>Ri=m1a (4)
unde F, si @; se compun in conformitate cu regula paralelogramului; R, si
o reprezintd rezultanta Sistemului de Forte Concurente Date (SFD) si

respectiv rezultanta acceleratiilor ¢;, adica acceleratia absoluta a PM.

Ultima egalitate (4) poate fi exprimata sub forma ,,dezvoltata”
Ri(t,7,7 =H (5)

care constituie prima extindere a legii fundamentale (2), reprezentand
ecuatia diferentiald a miscarii PMLB .

Din punct de vedere pur matematic sumele care apar in (4) decurg
din (1) fara nici o restrictie. insd din punct de vedere fizic compunerea
fortelor date concurente, F; necesitd doud precizari : (a) regula de sumare

(compunere) a vectorilor legati, concurenti si (b) criteriul conform céruia
raportul cauzal exprimat in relatia (4), atat vectorii F; cat si ; sunt chiar cei

din (1). Or, corolarul principiului al doilea transeaza tocmai aceste doud
aspecte precizadnd pentru (a) regula paralelogramului, iar pentru (b)
principiul independentei actiunii fortelor.

Varianta 3. Legea fundamentala in cazul Punctului Material cu
Legaturi (PMLG). Cea de a doua extindere a legii fundamentale

Dacéa obiectul actiunii SFD este un PMLG se pune problema
modului de manifestare a legaturilor (pe care le vom considera
independente, olonome, scleronome si in general lucii si bilaterale) in
expresia matematici a legii fundamentale. In acest sens este necesar si
consideram aspectele geometric si mecanic ale legaturilor; mai exact,
fiecare legaturd simpld pe care o vom considera olonoma si scleronoma
(exprimatd matematic prin ecuatia unei suprafete rigide si fixe) se manifesta
din punct de vedere mecanic printr-o fortd de legaturd IN; denumitd

reactiune normala, exprimabila cu ajutorul notiunii de gradient:
N =12 £i(1) (6)

unde }; este un multiplicator functie de SFD, caracteristic fiecdrei legaturi
simple fi(+) =0.
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Pe baza relatiei (6) fiecare suprafatd — legaturd olonoma fi(7)=0
intervine In expresia LF prin reactiunea sa ﬁlj care figureazd alaturi de

rezultanta Ry a SFD “cu drepturi egale” conducéand la cea de-a doua forma

extinsd a legii fundamentale (7) care reprezintd ecuatia diferentiald a starii
mecanice a PMLG :

Ri(t7.,» +Ri=H ; (R;=%F;; R=3N,; H=md) (7)
Aparitia rezultantei R a reactiunilor aldturi de cea a fortelor date R,

in expresia LF (7) are la baza corolarul postulatului al doilea, separat pentru
SFD si SFLG (Sistem de Forte de Legaturd), precum si axioma eliberarii
(axioma legaturilor).

in legiturd cu mentiunea conform cireia Ry , R, apar in (7) ,cu

drepturi egale” trebuie precizat cd aceasta se referd numai la legitimitatea
aplicarii operatiei de compunere a celor doua rezultante l1dsand insa loc la
doud deosebiri marcante intre ele: (i) prezenta vectorului R, in acelasi

membru al ecuatiei fundamentale cu R, poate induce impresia gresita ca
ambele SF apartin cauzei; in realitate R apartine efectului si (ii) F; apar ca

forte date externe a caror compunere nu ridica probleme pentru orice numar
finit de forte date, in timp ce compunerea reactiunilor, desi posibild in
principiu, practic ea nu se efectueazi ldsand reactiunile IN; sd figureze ca

atare in (7), deoarece ele sunt necunoscute. Simplificind expunerea vom
admite 1n cele ce urmeaza ca N sunt liniar independenti, astfel incat gradul

de mobilitate NGL (Numéar de Grade de Libertate) al PM are valoarea
maxima 3.

In fine, trebuie mentionat ci forma (7) a LF este prezenti in
mecanica teoretica sub titulatura de teorema impulsului care, impreuna cu
teorema momentului cinetic si teorema energiei constituie grupul
teoremelor generale ale mecanicii vectoriale.

Notiunea de echivalenta a SFC in conformitate cu LF ca raport
cauzal. Clasificarea SFC

in mod esential notiunea de SFC echivalente se bazeazi pe LF (4) ca
raport cauzal: ,,Doud SF (sisteme de forte) concurente sunt echivalente
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numai dacad produc acelasi efect (primar) asupra aceluiasi PLMB, adica, 1i
impriméd acestuia aceeasi acceleratie ,,absolutd” ; din aceastad definitie
esentiald se deduc urmatoarele definitii operationale ale conditiei de
echivalenta a doua SFC subordonate formalismului matematic : ,,Orice SF
concurente este echivalent cu rezultanta sa,” sau ,,Doua SFC sunt
echivalente numai dacd au aceeasi rezultanta in regim permanent”. Aceaste
definitii operationale nu contin In mod explicit incadrarea in raportul cauzal
exprimat in LF retindind numai corolarul LF, respectiv regula
paralelogramului; astfel definitia conditiei de echivalentd a SF concurente,
care este suficientd si eficientd din punct de vedere operational, poate
ascunde esenta (raportul cauzal) constituind o primd separare formalad a
cauzei de obiectul actiunii sale si, implicit de de efectul sau. In acest
context este oportun sia invocam grupul operatiunilor elementare de
echivalentd a SFC care contine operatia de compunere in conformitate cu
regula paralelogramului ca ,,pivot” si operatiile care, fiind aplicate unui
SFD nu au nici un efect asupra rezultantei acestuia (descompunerea unei
forte date in componente concurente pe suportul sau si includerea /
excluderea unui subsistem de forte echivalent cu zero dintr-un SFD
concurente = compunere conditionatd). Din punct de vedere practic
compunerea SF concurente se face cu scopul de a reduce SF respective la
forma lor cea mai simpld si a le clasifica astfel, conforma legii
fundamentale (4).

Se observa ca grupul mentionat imbraca reguli ale formalismului
matematic care permit o operare logica cu ele lasdnd oarecum in umbra
esenta fizicd a notiunii de echivalentd a SF concurente pe care o exprima
(acest aspect se accentueaza in cazul SF oarecare.)

In conformitate cu cele de mai sus SF concurente se clasifica in:

a) echivalente cu zero , Ed =0 sau Ed + ﬁl = 0 si b) echivalente cu
rezultanta ﬁd # 0 1n cazul PMLB, si Ed + El # 0 in cazul PMLG (in regim

permanent).

Anticipand vom incheia acest paragraf cu mentiunea cd in afara
primei decuplari a SF concurente (cauza) de efectul sau (miscarea punctului
material caruia 1 se aplicd) practicate in cadrul prezentdrii legii
fundamentale in calitate de criteriu de echivalentd a SF concurente si de
clasificarea a SF concurente, vom mentiona cd din punct de vedere
matematic se produce si o a doua decuplare a cauzei de efectul sau in
staticd, unde provine de la bifurcarea ecuatiei diferentiale care exprima LF
conducand la formularea celor dou obiective ale staticii. In contextul de
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fatd separarea constd in oprirea demersului la compunera SF concurente
privite in sine, adicd la inlocuirea SFD cel mai simplu SF echivalent,
rezultanta sa. In acelasi context apare oportuni urmitoarea precizare :
aceastd primd decuplare s-a produs ,, in fazd unicd” vizand ecuatia
fundamentald ca atare, in regim dinamic nerestrictiv, dar lasand in umbra
membrul ma, ca fiind subinteles ; cea ce a avut ca urmare (dupa extinderea

formulei fundametale de la SF concurente ca vectori legati aplicat unui PM
la SF oarecare ca vectori glisanti aplicati unui SR) clasificarea SF in cele
patru cazuri de reducere cunoscute. Elementul comun al ambelor decuplari
il constituie operarea numai cu SF reducdnd PM asupra céruia actioneaza
acel SF la dimensiunea sa geometrici. insd exista si deosebiri intre cele
doud decuplari; astfel in prima decuplare se au in vedere sisteme de forte
date (SFD ) nerestrictive, in spiritul dinamic al LF, pe cand cea de a doua
decuplare vizeazd LF in forma sa particulara, bifurcatd, care corespunde
regimului quasi static/static, pentru SFD si SFLG restrictive (echivalente cu
zero 1n regim permanent).

Tratarea LF ca baza pentru definirea notiunii de echivalenta a
sistemelor de forte si pentru clasificare acestora s-a facut in cursurile de
mecanica teoreticd predate in universitdtile tehnice, in partea introductiva a
sectiunii de staticd; ceea ce a indus tentatia de a considera in mod spontan
ca SF cu care se opera erau independente de factorul timp, sau chiar
independente spatiu-temporal. Asfel afirmatia potrivit careia tabloul
sinoptic al cazurilor de reducere a SF depaseste cadrul staticii, desi corecta
in principiu (deoarece cazul SF echivalente cu zero este numai unul , cel
mai simplu din cele patru) este facutd de pe pozitia primului obiectiv al
staticii, prin eludarea efectului factorului timp.

Efectul considerarii factorului timp in cadrul efectuarii operatiilor
elementare de echivalentd in general SF concurente care actioneazi asupra
unui PM are forma (2); in cazuri particulare SFD variazd numai spatial
(fortele elastice), sau rdmane chiar invariabil, spatio — temporal (fortele
gravitationale in imediata vecindtate a scoartei terestre). Pe de altd parte
efectuarea operatiilor elementare de echivalentd nu depinde in mod
explicit, nici de timp si nici de pozitia punctului de concurenta a SF; cu alte
cuvinte SF concurente se inregistreaza la un moment dat pe o schema de
forte, in pozitia (configuratia) corespunzatoare acelei secvente (pozitia
curentd si configutatia corespunzitoare a SF concurente dat). Aceastd
suveranitate a operatiei de compunere a SF concurente ca operatiune
elementard de echivalentd atestd faptul cd rezultanta SF concurente
reprezinta cel mai simplu sistem echivalent cu cel initial dat, in virtutea LF;

STUDII S COMUNICARI/ DIS, VOL. XI, 2018



Mihai ALEXANDRESCU, Stefan - Florin BALAN

insa, rezultanta ca atare va fi in general functie atit de timp, cat si de
configuratia curentd a SF concurente cu care s-a operat, inclusiv pozitia
punctului lor de concurentd (PM). De aici se deduce ca apartenenta unui
SFD concurente la una din cele doua categorii posibile (R =0, R # 0) este in
general variabild in timp. Trecind de la SF concurente (vectori legati aplicati
unui punct material) la SF oarecare aplicate SR ca vectori glisanti observam
ca in timp ce clasificarea SF in cele 4 cazuri de reducere este absoluta ,
independentd de structura analiticd a fortelor, incadrarea unui SFD este
relativd fiind functie de structura analiticd a fortelor si putind astfel
determina o migrare In timp a unui SF de la un caz de reducere la altul.
Totusi schimbarea incadrarii unui SF in decursul timpului poate fi limitata.
Astfel un, SF concurente, paralele sau coplanare ramin particulare, chiar
daca punctul de aplicatie este mobil sau suportul fortelor respective aplicate
unui SR raman paralele sau coplanare cu directii variabile temporal sau cu
plane variabile temporal. Practic in aplicatiile de reducere a SF punctul de
aplicatie al SF concurente, planul fortelor sau directia comuna se considera
fixe. Ceea ce apropie SFD supuse relatiilor de reducere, de regimul static
(primul obiectiv al staticii). In acest context se face urmatoarea precizare: in
cadrul celui de al doilea obiectiv al staticii, primul obiectiv, apare ca o
prima faza, care insa diferd de formularea sa consacrata in cadrul studiului
conditiilor de echivalentd a SF din cel putin doua puncte de vedere: (1) In
cadrul obiectivului al doilea al staticii operatiile de echivalentd a SF pot
contine atdt SFD cat si SFLG si (2) Operatiunile elementare de echivalenta
sunt restrictionate in regim static prin conditia de a fi cele corespunzatoare
SF echivalente cu zero. In regim dinamic (LF neparticularizati, nebifurcati)
calculul torsorului de forte nu urmareste, incadrarea sistemelor de forte,
motiv pentru care prezenta a doud obiective In regim dinamic este
inoportuna.

Legea fundamentala ca instrument de analiza a starii mecanice a
PM

In expunerea precedenti legea fundamentald a fost interpretati ca
raport cauzal, ca baza obiectiva de definire a conditiilor de echivalentd a SF
concurente si criteriu de clasificare a acestora (prin separarea conventionala
a cauzei de obiectul actiunii sale). In cele ce urmeaza accentul se va pune pe
legea fundamentald ca instrument de calcul extinzand efectul primar (
acceleratia absolutd) la starea mecanicd a PM care constd in miscarea
absolutd 7 7, F a acestuia si reactiunile dinamice P_Jj, care i revin conform

().
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In acest context se observi ci: (1) Folosirea ecuatiei fundamentale ca
baza pentru definirea conditiilor de echivalentd a SF concurente si criteriu
de clasificare a SF presupune deopotriva un efort de calcul ca si ipostaza de
fatd a aceleiasi legi fundamentale si (2) Formula fundamentald constituie
ecuatia diferentiala a miscarii absolute a PMLB si respectiv ecuatia
diferentiala a starii mecanice a PMLG.

Din acest punct de vedere sistematizarea aplicarii legii fundamentale
se poate realiza in doud variante adoptand unul din urmatoarele criterii care
au ca element comun gradul de mobilitate NGL al PM: (a) primul criteriu
decurge In mod direct din legea fundamentala ca raport cauzal, in timp ce al
doilea criteriu (b) este legat direct de aspectul aplicativ punind accentul pe
ce marimi sunt date prin enunt si ce marimi se cer. Indiferent de modul de
grupare a lor , marimile cu care se opereazd in ambele variante sunt
urmatoarele (extinderea maxima a schemei 1) :

Marimi din categoria ,cauza” continute in mod implicit sau
explicit In expresia LF ca raport cauzal :

- Fortele date F, componente ale SFD , respectiv ale cauzei primare ,

reprezentate in formula fundamentald prin rezultanta lor R, ; sunt vectori

legati, concurenti, In numar arbitrar , finit;
- Pozitia initiala (7°) si viteza initiald (7%) in calitate de componente

ale cauzei secundare; in aceastd calitate conditiile initiale sunt privite ca
fenomene de salt (de tip ciocnire) constind in infuzie / difuzie brusca de
energie cineticd (dinspre mediul exterior spre PM sau invers, dinspre PM
spre mediul ambiant). in cadrul problemei lui Cauchy conditiile initiale nu
apar ca fenomene de salt, insd rolul lor in conformarea efectului global
(miscarea PM) ramane.

Marimi din categoria ,,pivot al raportului cauzal” continute in
mod implicit sau explicit in legea fundamentala (suport material al actiunii
SFD).

- Masa ,m” a punctului material care face obiectul actiunii SF
concurente presupusa invariabild spatio — temporal.

- Sistemul de legaturi simple aplicate PM presupuse olonome,
scleronome si in general independente, bilaterale si lucii. Ele sunt date ca
expresii matematice ale unor suprafete — legaturi rigide si fixe de forme f;
() =0, sinu intervin direct in expresia formulei fundamentale, unde sunt

insd reprezentate de reactiunile lor.
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Marimi din categoria ,,efect” continute n mod implicit sau explicit
in expresia formulei fundamentale

- Acceleratia absoluta, a PM in calitate de efect primar, direct;

- Miscarea absolutd a PM in calitate de efect secundar, global (¥ 7,

A

- Sistemul de reactiuni NN care corespund aspectului mecanic al

suprafetelor — legaturi; aceste reactiuni se exprimd matematic cu ajutorul
vectorului gradient, N; = A; ¥ (¥) si apartin efectului secundar alaturi de

miscarea absoluta a PM formind laolalta strea mecanicd a PMLB / LG. Din
punct de vedere operational, matematic aplicarea LF revine la integrarea
unei ecuatii diferentiale ordinare de ordinul al doilea in raport cu
argumentul timp (problema lui Cauchy). In strictd conformitate cu expresia
matematicd a LF, marimile care apartin cauzei se considerd in general date
(SFD si conditiile initiale ) impreund cu cele care reprezintad suportul
material al SFD (masa PM si sistemul de legéturi simple care se aplica), iar
marimile care apartin efectului se considera necunoscute (miscarea absoluta
a PM si reactiunile formind Impreund starea mecanicd a PM). Aceastd
observatie sugereaza pentru problema formulatd mai sus denumirea de
problema directi a PMLG (NGL = 1; 2). in cazul PMLB (NGL = 3) acest
tip de problema capata forma cea mai simpla, denumita problema directa a
PMLB, in care starea mecanicd a PM se reduce la miscarea sa absoluta.
Reflexivitatea formulei fundamentale in cazul problemei directe a PMLB
sugereaza inversarea rolului marimilor date / necunoscute (nu si inversarea
raportului cauzal) rezultind problema inversd a PMLB. Desigur ca avand in
vedere reflexivitatea ecuatiei  fundamentale rolurile = marimilor
date/necunoscute se pot inversa fara a afecta astfel sensul unic al raportului
cauzal exprimat 1n legea fundamentald. Rezulta astfel mai multe variante de
formulare a problemelor care urmeaza a fi abordate cu ajutorul legii
fundamentale. Insd sunt consacrate trei tipuri de problema pe care le vom
descrie in continuare. Pentru aceasta vom recurge la exprimarea legii
fundamentale in coordonate naturale tinand cont de gradul de mobilitate
NGL si de specificul SFD (absent (R4 = 0 ), autoechilibrat (Rg = 0) in
regim permanent si oarecare (Ry # 0)), precum si de conditiile initiale.
Problema directi (PMLB, NGL = 3, R, absent (R, = 0)) este cea in

care calculul decurge 1n acelasi sens cu raportul cauzal exprimat in legea
fundamentala, dinspre cauza presupusa cunoscutd (SFD si conditii initiale
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arbitrare) spre efectul global complet (migcarea absoluta a PMLB care este
necunoscuta).

Exprimand formula fundamentald in coordonate intrinseci avem
pentru PMLB

Ry +Ry=m7#; R%+ Ry=mv’/p; R+ RF=0 (®)

Pentru (8) existd urmatoarele doua cazuri particulare :

Cazul a) in care Ry = 0 (SFD absent) constituie primul caz extrem
care in realitate intrd sub incidenta postulatului inertiei, evidentiind cele
doud variante ale starii mecanice inertiale, si anume repaus absolut, (regim
static, pentru v, = 0) si miscarea rectilinie si uniforma pentru vy # 0 , regim

Cazul b) 1n care SFD este autoechilibrat in regim permanent, Ry =0,
corespunde formei particulare a legii fundamentale (teorema conservarii
impulsului).

in pofida aparentelor cazul (a) difera esential de (b) datorita faptului
ca in cazul (a) multimea PES (Pozitii de Echilibru Static) ocupa intregul
spatiu E; iar regimul static / quasi static este garantat in regim permanent, in
timp ce multimea PES in cazul (b) constd de reguld in unul sau céteva
elemente; astfel conditiile initiale de tip static (vo = 0) nu asigurd in mod
necesar evolutia stirii mecanice 1n regim static , iar pentru v, # 0 alternativa
MRU (Miscare Rectilinie Uniformd) nu este garantati. in cazul PMLB
rezultanta B4 se descompune spontan in doud componente: &'y care are efect

de accelerare a miscarii PMLB prin variatia modulului vitezei si £y care are

efect de curbare a traiectoriei (calculul efectiv cel mai simplu s-ar putea sa
se realizeze uneori folosind alte sisteme de coordonate, asa cum este de
exemplu problema balistica, miscarea PMLB in campul fortelor centrale si
altele).

Gradul de mobilitate a PMLB este NGL = 3. in realitate insi PMLB
evolueaza cu un grad de mobilitate EFectiv NGL.EF = 2,1 care este functie
de specificul SFD si de jocul dintre SFD si conditiile initiale (de exemplu
problema balistica, caderea liberd si miscarea PMLB intr-un camp de forte
centrale).

Sistem de coordonate generalizate.

Pozitia curentd a PMLB exprimatd in functie de timp (miscarea
PMLB in raport cu un reper fix , dat) depinde in E; de trei parametri
independenti care se aleg sub forma diferitelor sisteme de coordonate
(cartezian, oblic, cilindric, sferic) carora li se asociaza baze de vectori. Daca
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numadrul acestor coordonate este egal cu 3, atunci punctul matrial liber care
prin definitie poate ocupa orice pozitie , ocupa realmente o pozitie curentd
functie de SFD si conditiile initiale, astfel incat NGL.EF < NGL. Ecuatia
vectoriale a miscdrii PMLB , ¥ = #(t) se proiectezd pe axele reperului

triortogonal cartezian rezultand sistemul de ecuatii scalare : x = x(t), y = y(t)
si z = z(t). Prin eliminarea parametrului t rezulta doud ecuatii reprezentand o
curba ca intersectie a doud suprafete quasi static fixe si rigide pentru fiecare
SFD si conditii initiale. In cazul NGL.EF = NGL=3 existi 3 parametri
independenti , q;(t), denumiti coordonate generalizate, astfel incat avem ¥ =

7(q1, 92, q3); problema revine la a exprima traiectoria liberd a PM in doud
sisteme de coordonate. In cazul NGL.EF =2 vom avea ¥ = #(q, qy), iar

eliminarea celor doi parametri conduce la ecuatia unei sprafete pe care
curba traiectoria PM va fi quasi static ,,desenatd” avand o alura functie de
parametrul t poate fi inlocuit cu o unica coordonatd generalizata q(t) iar
rezultatul adicd forma traiectoriei este aceeasi In mod independent de
structura analiticd a functiei q(t) urmand ca acesta sa intervind in expresia
legii orare.

Deosebirea dintre traiectoria libera a unui PM cu NGL.EF = 1,23,
constd in ,disponibilitatea” schimbarii sale sau / si a legii orare la
schimbarea conditiilor initiale (vezi de exemplu problema balistica si
caderea liberd).

In realitate pentru fiecare SFD si conditii initiale traiectoria liberd a
PM este o curba bine definitd; ceea ce se poate interpreta ca o miscare cu
NGL.EF = 1 sau chiar ca o legatura dubla fictiva a cérei reactiune nu exista
(R, = 0). In acelasi context PM aflat in repaus poate fi interpretat ca avand o
legatura tripla, fictiva. Un exemplu interesant in acest context : NGL.EF = 1
pentru miscarea de rostogolire purd rezultd aplicand discului o prima
legdtura simpld fictivd care, conform jocului SFD / conditii initiale
determina o miscare pland, si o a doua legatura simpla exprimata matematic
prin ecuatia x = R © care defineste rostogolirea purd; evident ca amble
legaturi fictive nu au reactiuni. Urmarind aceasta idee putem accepta ca in
cazul starii de repaus orice PMLB are NGL.EF = 0, in prezenta a trei
legaturi simple fictive. Operand cu notiunea de legaturi reale/fictive si
NGL/NGEF deducem ca PMLB, care are in mod obiectiv NGL = 3 poate
evolua in realitate cu NGL.EF=2,1,0 si in functie de jocul SFD/c.i. in
fiecare aplicatie.

STUDII S COMUNICARI/ DIS, VOL. XI, 2018



Mihai ALEXANDRESCU, Stefan - Florin BALAN

Problema inversa a PMLB urmareste raportul cauzal exprimat in LF
, in sens opus celui descris pentru problema directd, fiind datd miscarea
PMLB si necunoscuta rezultanta B4 a SFD. Miscarea absoluta a PMLB este

redata in acest caz sub una din cele doua forme cunoscute din cinematica,
presupuniandu-se date: (i) ecuatia miscarii, ¥ = ¥(t) sau (ii) ecuatia

traiectoriei si legea orard. Necunoscuta este in acest caz Ry care rezulta sub
forma unic determinata lasdnd insd nedertminate fortele date , F; (exceptie

cazul i=1.)

Problema inversi a PMLG cu NGL = 1,2 este neuzuala. Prezinta
insa interes varianta extrema a problemei inverse a PMLG in care PM este
fixat Intr-o pozitie datd prin trei legaturi simple independente ; in aceasta
variantd F; sunt date , iar reactiunile necunoscute N, , N, si N5 rezulta

determinate In mod unic. Aceasta a doua variantd extrema se poate incadra
in ambele regimuri, static si dinamic , alaturi de cea a PM izolat; In ambele
cazuri extreme SF concurente este echivalent cu zero, ceea ce corespunde
regimului static, de la care PM izolat se abate prin prezenta miscarii
rectilinii si uniforme, pentru v, # 0 , In timp ce PMLG fixat prin legaturi se
abate prin prezenta unor reactiuni care pot depinde de timp.

Problema mixta. Se refera la PMLG cu NGL = 1 sau 2 si isi
datoreaza denumirea gruparii mixte a marimilor date / necunoscute cu care
opereazd. Mai exact, in problema mixta se dau SFD concurente, sitemul de
legaturi simple aplicate PM si conditiile initiale, si se cer miscarea PM si
reactiunile corespunzatoare legaturilor care se considera olonome |,
scleronome, independente, lucii si bilaterale. Problema mixtda a PMLG are
douad variante in functie de valoarea NGL (1 sau 2). Necunoscutele sunt atat
miscarea PMLG, cat si reactiunile dinamice.

NGL = NMAXGL — NLEGS(IND) =3 — (1,2) = (2,1)

Varianta a) In cazul unei singure legituri (NGL = 2) relatiile (8)
devin :

RYy+N=mt; R4+ N=mv¥p; R+ NP=0 9)

iar traiectoria PMLG este “desenatd” pe unica suprafatd legatura
rigida si fixa

Cazuri particulare ale variantei (a) sunt cele in care SFD lipseste (Ry
= (), iar este autoechilibrat (Ry = 0).
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Varianta b) in cazul prezentei a doud legdturi simple si
independente (NGL = 1) legatura dubla devine traiectoria PMLG rigida si
fixa, iar ecuatiile (8) devin :

Ry +Ry=m®#; R%+ Ry=mv’/p ; R+ RF=0 (10)

unde K, se exprima in functie de versorii 11, si 11, ai normalelor celor

doua suprafete legaturi.

Forma particulara a legii fundamentale in regim static
Regimul static se caracterizeaza prin persistenta stérii de repaus a
PM in regim permanent ( adicd pentru orice t > t, ):
']‘_':']‘_'0 — (Rd+R|:0 —’I;.:VO:O) (11)

ceea ce se plaseazd in cadrul primei variante a stirii mecanice inertiale.
Regimul quasi static se defineste prin persistenta starii de MRU
corespunzitoare conditiilor initiale ceea ce il plaseaza in cadrul celei de a
doua variante a stirii mecanice inertiale. In ambele situatii, astfel formula
fundamentala se bifurcd, decuplandu-se in: (a) o conditie de echilibru in
regim permanent a unui SF concurente, exprimata printr-o ecuatie vectoriald
algebrica specifica fiecarui caz concret si b) o ecuatie diferentiald de
ordinul al doilea in raport cu timpul, aceesi in toate cazurile, care descrie
pentru vy # 0 o miscare rectilinie si uniformd a PM sau starea de repaus
absolut pentru vy = 0. Astfel bifurcarea nuanteaza rolul conditiilor initiale
acela de cauza secundard in regim static/quasistatic; pentru PMLB conditiile
initiale sunt in principiu absolut arbitrare, pe cand pentru PMLG conditiile
initiale trebuie sa fie compatibile cu legaturile.

in acest context facem precizirile care urmeazi :

- Primele doua ecuatii (11) se implica reciproc in regim permanent,
deoarece formeaza un sistem

R+ R=0 —7=0 (12)

pentru care decuplarea se refera numai la faptul cé ele se rezolva in
mod independent.

- In regim static (vo = 0, ca si in regim qusistatic (v, # 0) conditia de
echilibru din sistemul (12) pierde caracterul de ecuatie diferentiala; ea se
compatibilizeaza in regim permanent cu perechea sa decuplata care ramane
ecuatie diferentiald. Pe de altd parte logica instaurarii starii de echilibru in
regim permanent implicd 1n general absenta argumentului timp din

STUDII S COMUNICARI/ DIS, VOL. XI, 2018



Mihai ALEXANDRESCU, Stefan - Florin BALAN

expresiile Rq si R (cu exceptia PM fixat prin legaturi, precum si a unor

SFD cum ar fi cele armonice 1n faza, etc.)

- Prima egalitate (12) trebuie garantatd in regim permanent dearece
in caz contrar ecuatia = 0 nu se mai integreaza sub forma 7 = ct., ci
reprezintd numai o conditie de extrem.

- Implicatia in ambele sensuri din (12) rezistd numai daca una din
cele doud egalitati este garantatd fenomenologic in regim permanent. Mai
exact, privind lucrurile dinspre cauza spre efect, adica dinspre SF spre
starea mecanica a PM asupra caruia actioneaza acel SF, se face ipoteza ca
SF concurente este echivalent cu zero in regim permanent si se trage
concluzia cé 1n acest caz PM evolueaza in regim static dacd v, = 0. (Daca
SF concurente care actioneaza asupa PM este echivalent cu zero in regim
permanent atunci starea mecanicd a PM este inertiala, respectiv repaos
absolut dacd vy =0, si MRU daca v #0 .

- Putem 1nsa privi lucrurile si in sens opus, adica dinspre efect spre
cauzd, admitand prin ipotezd indeplinirea celei de a doua conditii (12)
(desigur in regim permanent pentru v, = 0) si tragand concluzia ca SF
concurente este echivalent cu zero, fara ca prin aceasta sa se lezeze sensul
unic al raportului cauzal. (Daca starea mecanicd a unui PM este una
inertiald, atunci SF concurente care actioneaza asupra acelui PM este
echivalent cu zero in regim permanent). Cu alte cuvinte, in ambele variante
(se opereaza asupra unuia dintre membrii ecuatiei fundamentale in ipoteza
ca acel membru este nul, trigandu-se concluzia potrivitd asupra celuilalt
membru; Insd nu existd In general garantia ca unul dintre cei doi membri ai
ecuatiei este nul in regim permanent; ceea ce face necesara analiza fiecarui
caz concret; cu exceptia PM izolat, unde conditia de echivalentd a SF in
regim permanent este garantatd fenomenologic si a PM fixat prin legéturi,
unde garantia fenomenologica se referd la starea de repaus a punctului
material. Pe de altd parte, compatibilitatea SF concurente cu echilibrul
(adicd garantia persistentei conditiei de echilibru in regim permanent) poate
fi identificatd prin calcul si are loc daca ecuatiile de echilibru au radacini
reale ( care reprezintd multimea PES caracteristica SF concurente analizate.)

Legaturile PM se considera olonome, scleronome si in general,
independente, bilaterale si lucii, atdt in regim static cat si dinamic; in
regim static au sens numai legaturile scleronome , pe cand in regim dinamic
aceasti restrictie constituie numai o circumstanta simplificatoare. In ambele
cazuri o legaturd simpld blocheaza deplasarea PM pe directia ei (aspect
static) reducand astfel NGL cu o unitate si introduce in expresia formulei
fundamentale reactiunea N necunoscutd, careia i se atribuie blocarea
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mentionatd (aspectul mecanic). in regim dinamic modulul reactiunii
normale este corectat prin efectul curburii traiectoriei, asa cum rezulta din
expresia formulei fundamentale in coordonate naturale; exceptia de la
aceastd reguld o constituie cazul in care legatura este pland sau o suprafata
riglata. In regim static, la care ne referim aici, conditia de echilibru a SF
concurente este:

Ry (P)+Ri(F)=0,Rq+ A=0 (13)

in (13) se inscriu fortele elastice in regim static (repaus), unde ¥

rezultd ca radacind a ecuatiei respective; in ceea de a doua ecuatie (13)
ambii vectori sunt invarianti spatio-temporal, deci conditia de echilibru are
una dintre urmatoarele doua sanse: a) radacinile ecuatiei algebrice scalare
de echilibru sunt reale si valabile in regim permanent si b) sistemul de
ecuatii algebrice scalare nu are ridicini reale. In cazul PM fixat prin
legdturi ecuatia fundamentala are forma:

Be(t, 7o)+ R (t,79) =0, unde B, se compatibilizeaza la echilibru

cu orice SFD. (14)

Cele trei tipuri de problema ale staticii PM

Acestea derivda din cele formulate in regim dinamic, prin
particularizarea lor la regimul static. in toate aceste tipuri de problema locul
central il ocupad conditia de echilibru al SF concurente care actioneaza
asupra PLMB / LG; sistemul de ecuatii scalare respectiv aparut in urma
bifurcarii formulei fundamentale confirma sau infirmd compatibilitatea SF
concurente cu echilibrul in regim permanent prin multimea Pozitiilor de
Echilibru Static (PES) (nevida/vidd). Compatibilitatea SF concurente cu
echilibrul nu garanteza instaurarea regimului static, ci numai o semnaleaza
ca posibilitate. Aldturi de conditia de echilibru intervin conditiile initiale
statice (vo = 0 si Py apartine multimii PES ).

- Problema directa a staticii PM se referd la starea de repaus a
PMLB (NGL = 3) in regim permanent, in absenta legaturilor (R; =0 ) si in
prezenta SFD autoechilibrat (R4 = 0), sau chiar absent (R4 = 0). Cu aceste
date de intrare singura intrebare rezonabild potrivitd in problema directd a
staticii PMLB este cea referitoare la identificarea PES (avand caracter
permanent), in ipoteza vy = 0. Sa explicam acest aspect. Se scrie sistemul de
ecuatii scalare de echilibru conform legii fundamenatele, in forma specifica
folosind o schema de forte valabild pentru o pozitie curentd a PM si
configuratia corespunzatoare a SF concurente, respectiv pentru un anumit
moment de referinta
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Ri(t, /) =0(=0—> F=0)—> i=Ty— F=Tot+7y; F=r, (15)

Se pune mai intai intrebarea daca conditia de echilibru scrisa pe o
configuratie instantanee ramane valabild in regim permanent si apoi care
sunt radacinile sistemului de ecuatii amintit si, implicit in ce conditii aceste
radacini au caracter permanent; radacinile sistemului de ecuatii scalare de
echilibru trebuie si fie vectorii de pozitie ai multimii PES. in acest context
retinem cd pentru ca SFD sd raméand compatibile cu echilibrul, schema de
forte concurente curentd cu care operam trebuie sd Indeplineasca
urmatoarele conditii: a) sa existe garantia ca fortele respective raman
concurente in regim permanent (aceasta conditie este asiguratd de calitatea
PM de obiect al actiunii SF fara de care SF insusi nu se poate manifesta), si
b) sa existe garantia ca schema de forte respectivd raméane compatibild cu
echilibrul in regim permanent. La punctul 5 de la capitolul urmator sunt
redate cateva situatii pentru care garantia amintitd trebuie quasi static
sustinutd” cu argumente rezonabile de ordin fenomenologic. (Aceastd
garantie poate rezulta si fi confirmatd prin calcul, urmarind natura
radacinilor ecuatiilor de echilibru).

- Problema mixta a staticii PM vizeaza cazul in care obiectul
actiunii SF concurente echivalent cu zero este un PMLG care are NGL = 1
(existd doua legaturi simple, olonome, scleronome, si independente), sau
NLG = 2 (exista o singura legitura simpla, olonomi si scleronoma). In acest

caz efectul necunoscut este vectorul ¥ in pozitia de repaus a PM pentru

Conditii Initiale (CI) cu vy = 0 si reactiunile, in ipoteza legaturilor
independente (NED = 0).

- Problema inversa a staticii PM vizeaza PMLG in cazul particular
in care acesta este fixat prin legaturi. Ca si in problema mixta, ne vom limita
la cazul in care NED = 0 (cele trei legaturi simple sunt independente,
blocand astfel toate cele trei grade de libertate). In acest caz special sistemul
de legaturi fixeazd PM 1n unica pozitie de repaus (echilibrul static) in mod
independent de SFD putand aparea si reactiuni dinamice in cazul in care
SFD etse functie de timp.

De ce are statica doud obiective

1. Cele doua obiective ale staticii sunt : (1) Clasificarea SFD in cele
doud — patru cazuri de reducere, in conformitate cu legea fundamentalad
aplicand operatiile de echivalentd a SF si (2) analiza primei variante a starii
mecanice inertiale a PM/SR (repaus absolut), aflat sub actiunea unui SFD
(problema directd a staticii), sau sub actiunea conjugata a SFD + SFLG
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(problema inversa si problema mixtd); in toate cele trei tipuri de problema
ale staticii sistemele de forte care intervin sunt echivalente cu zero.

2. Primul obiectiv al staticii se formuleaza de pe o pozitie plasatd in
afara domeniului static, in care LF este nebifurcata; acest mod de a privi
lucrurile are o explicatie didacticd, bazandu-se pe principiul conform céruia
»doud sisteme SFD sunt echivalente dacd produc acelasi efect asupra
PM/SR caruia i se ,aplica”), dar lasand In umbra, ca subinteles efectul. Se
poate produce astfel prima decuplare a legii fundamentale in care cazul
echilibrului este numai unul din cele 2- 4 posibile.

3. Acelasi prim obiectiv al staticii poate fi privit si din interiorul
domeniului staticii bazandu-se pe formula fundamentala bifurcata (cea de a
doua decuplare). Compunerea/ reducerea sunt conditionate si nu se
realizeaza cu scopul de a clasifica SF analizat, ci de a-1 aduce la forma cea
mai simpld echivalentd, pentru a simplifica astfel aplicarea formulei
fundamentale in regim static. Privind astfel lucrurile primul obiectiv al
staticii apare ca o prima faza a celui de al doilea obiectiv.

4. Rolul factorului timp in cele doud ipostaze ale primului obiectiv al
staticii

in prima ipoteza (prima decuplare a formulei fundamentale) factorul
timp se manifesta prin ,,migratia” unui SFD de la un caz de reducere la altul
(operatiunile elementare de echivalentd nu depind de structura analitica a
fortelor). in cea de a doua ipostazi (a doua decuplare a formulei
fundamentale) ecuatia de echilibru trebuind sa reziste In regim permanent,

timpul este exclus din randul argumentelor expresiilor Ry si R, , astfel
incat in conditia de echilibru avem R, (r) + R, (7) = 0. In acest context

redam in continuare cateva exemple de SFD compatibile cu echilibrul in
regim permanent.

5. Exemple de SF concurente care pot fi compatibile cu echilibrul

(1)—>|F1| = | F2| = | F3| §idirecgiiﬁxeﬂ1,ﬁ2,ﬂ3;

(i)— k| F1| =k |F,| =k | Fs]|, directii fixe si moduli direct
proportionali cu factori de proportionalitate arbitrari; in ambele aceste

cazuri fortele sunt invariabile spatiu-temporal;
(i) - F, , F, , F; forte elastice de aceesi constantd de

proportionalitate si directii fixe (varianta sugerata de precedenta); in acesta
varianta fortele sunt functii numai de pozitia punctului lor de concurent;
(ivy— F, , F, , F; forte armonice in faza, de directii fixe
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FIZFO ﬁlsinpt, FZZFO 'ﬁzSil’lpt,F3 :F() ﬁ3sinpt (16)
unde directiile fixe sunt i, , il , ii3 .

Exemplul (iv) de mai sus evidentiaza ca fortele componente ale SFD
concurente si compatibile cu echilibrul pot depinde explicit de timp , cu
conditia ca Ry sa nu depindd explicit de timp. Prin formularea potrivita a

enuntului exemplele prezentate mai sus se pot adapta pentru cel de al doilea
obiectiv al staticii (vezi de exemplu PM de greutate (& suspendat cu doud

fire trecute peste doi scripeti punctiformi ficsi, coroborat cu cele trei cazuri
de descompunere a unei forte in doud componente pe suportul sau ).

6. Incadrarea unui probleme date in primul obiectiv al staticii
(sisteme echivalente de forte) , sau in cel de al doilea obiectiv, (care il
contine si pe primul ca prima fazd a analizei starii mecanice a unui PM)
poate fi dirijatd printr-o formulare adecvatd a enuntului. Ca exemplu
ilustrativ in acest sens se poate da problema prezentatd in mod obisnuit in
cursurile studentesti, in cele trei variante de echilibru ale PM (al doilea
obiectiv al staticii) si corespondentele sale ca probleme de SF concurente
echivalente (primul obiectiv al staticii).

7. Separarea celor doud obiective ale staticii, efectuatd de altfel in
mod conventional, are si un efect pozitiv : dezvoltarea teoriei vectorilor
alunecatori avand ca element central notiunea de torsor in cadrul grupului
extins al operatiunilor elementare de echivalentd a sistemelor de vectori
alunecdtori; si mai departe extinderea legii fundamentale clasice la
formularea teoremelor generale ale mecanicii clasice si replica lor in regim
static, teorema torsorului.

8. Extinzand primul obiectiv al staticii de la SF concurente (vectori
legati) cu actiune asupa unui PM la SF oarecare (vectori alunecatori) cu
actiune asupara unui SR, (pe baza introducerii notiunii de torsor) ajungem
in final la tabloul sinoptic al cazurilor de reducere unde cele doud cazuri
existente la SF concurente (Echilibru, Rezultantd Unicd) se extind la patru
cazuri (Echilibru, Cuplu, Rezultantd Unica si Dinamd). Ne propunem si
analizdm in continuare sensul corect al acestui enunt: ,,Tabloul sinoptic cu
care se incheie tratarea primului obiectiv al staticii depaseste de fapt cadrul
staticii, deoarece se aplicd si in regim dinamic, pentru orice SF”. Desi
afirmatia in sine poate fi acceptatd ca adevar, totusi trebuie subliniat ca
schemele de forte care se folosesc in problemele inscriptibile in cadrului
primului obiectiv al staticii (Sisteme Echivalente de Forte) nu contin forte
dependente explicit de timp, ceea ce confera incadrarii SF analizate un

STUDII S COMUNICARI/ DIS, VOL. XI, 2018



Mihai ALEXANDRESCU, Stefan - Florin BALAN

caracter permanent, static. In acelasi context se face uneori aprecierea
conform careia cazurile de reducere au valoare de naturi posibile ale SF
analizate. In acest demers accentul va cidea pe semnalarea unei eventuale,
exagerari a puterii de reprezentare a incadrarii SF in cele patru cazuri de
reducere deduse de pe pozitia staticii, datorita eludarii factorului timp. Mai
exact aplicarea grupului operatiunilor elementare de echivalenta si respectiv
a reducerii SF in raport cu un pol ca operatie complexa de echivalenta se
face in conformitate cu reguli de calcul si definitii independent de structura
analitica a functiilor care definesc SF. Aceste operatiuni de echivalenta si
definitii (definirea rezultantei, a momentului rezultant, etc.) se efectueaza in
mod independent de factorul timp, pe o schema de forte curente. Astfel, un
SF oarecare (vectori glisanti care actioneaza asupa unui SR) apartine in mod
cert unuia dintre cele 4 cazuri de reducere , (in sensul ca alte cazuri nu

existd); insd in general un SF oarecare , F; = F; (t, T, 7*) poate trece de la un

caz de reducere la altul in decursul timpului; ceea ce se si intampla in regim
dinamic, lucru manifestat si prin neindividualizarea reducerii SF ca prim
obiectiv al dinamicii la scrierea teoremei torsorului. in regim dinamic
dependenta SF de timp este de la sine inteleasd, desi nu este obligatorie;
astfel incat separarea cauzei de efectul sau nu are sens.

Teorema de echilibru pentru PM

Teorema de echilibru este un enunt care incerca sa 1l depaseasca pe
cel formulat in mod obisnuit in literaturd, care este in realitate o simpla
definitie.  Astfel enuntul ,,Un punct material este in echilibru daca
rezultanta SF care 1i revin este nuld”, nu depaseste statutul de definitie a SF
concurente echivalente cu zero (primul obiectiv al staticii), care transferd in
mod conventional o caracteristici a SF concurente (starea de echilbru) la
PM cédruia i se aplicd acel SF. Acest transfer, desi neriguros, constituie
totusi un demers simplificator, plasat sub semnul unui conventionalism
semantic contolat, care are meritul de a invoca PM ca obiect al actiunii SF
concurente, apropiindu-se astfel de cel de al doilea obiectiv al staticii.
Enuntul teoremei are la baza legea fundamentala sub forma decuplata (fiind
formulat astfel incat s constituie un instrument de calcul in spiritul celui de
al doilea obiectiv al staticii): ,,Daca un SF concurente care revin unui PM
este compatibil cu echilibrul in regim permanent (pentru orice moment t >
ty , unde momentul initial t, este ales in mod arbitrar) si daca PM caruia i
se aplica acel SF este in repaus absolut (vo = 0) in acelasi moment t

ocupdnd o pozitie Ty care apartine multimii Pozitiilor de Echilibru Static
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care caracterizeaza SF mentionat, atunci PM ramane in repaus absolut, in
acelasi interval de timp”. Reciproca acestei teoreme este adevaratd avind
urmatorul enunt sub o forma simplificata ,,Dacd un punct material se afld in
stare de repaos absolut (sau efectueazd o MRU ) intr-un interval de timp [t,,
t;], atunci SF care actioneazd asupra sa este echivalent cu zero in acelasi
interval de timp”. Practic in ambele variante se opereazé cu sistemul
Ry(P+ R (F=0,siH =0 (17)

In ambele enunturi ipoteza si concluzia se implicd reciproc in pofida
independentei lor operationale, pe fondul independentei reale a conditiilor
initiale in raport cu statutul sistemului de forte. Cu alte cuvinte, se pune
problema exprimarii explicite a conditiei de garantare a ipotezei care va
implica producerea concluziei. Practic garantia respectdrii conditiei de
echilibru apare numai in cazul punctului material izolat, prin ipoteza
absentei SF (teorema directd) si in cazul problemei inverse (care vizeaza
punctul material fixat prin legituri), pentru reciproca teoremei. in cazul
punctului material izolat, a cadrui stare mecanicd intrd sub incidenta
principiului inertiei, absenta SF are ca efect suprapunerea multimii PES cu
E; si, pe cale de consecintd acceptarea deopotrivd a conditiilor initiale
absolut arbitrare ; in cazul problemei inverse fixarea PM prin legaturi
asigurd o singurd PES admitdnd numai conditii initiale statice. Cu aceste
exceptii , in restul problemelor de statici (problema directda (PMLB) si
problema mixtd (PMLG) compatibilitatea SF concurente este previzibild
prin calcul, respectiv prin rezolvrea sistemului de ecuatii scalare de
echilibru corespunzatoare, care trebuie sa aiba radacini reale (multimea PES
nevida).

Mentiunea ,,SF concurente care revin PM este compatibil cu
echilibrul”, in locul formularii ,,SF concurente este echivalent cu zero” are
rostul de a face distinctia cuvenitd intre o caracteristicd mecanica proprie a
SF concurente (aceea de echivalentd cu zero), facutd in spiritul primului
obiectiv al staticii, in mod independent de PM care face obiectul acelui SF,
si echivalenta cu zero ca realitate posibild, numai dacd PM respectiv, care
corespunzatoare (vo = 0 si Py € PES). Dat fiind faptul cd aceste conditii
initiale sunt independente de SF, luarea lor in calcul asigurd transformarea
cu respectarea ambelor ecuatii decuplate (deoarece ele formeaza un sistem).
Din punct de vedere pur matematic aceastd ipotezad poate fi subinteleasa,
dar din punct de vedere fenomenologic ea trebuie relevata explicit, deoarece
instaurarea efectiva a starii de repaos a PM nu poate avea loc respectand
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numai conditia de echilibru a SF; de exemplu SFD corespunzitor
pendulului elastic poseda o PES (fiind deci compatibil cu echilibrul) insa
PMLB nu raméne in aceea pozitie , decat daca la un moment dat el se afld
in stare de repaos 1n aceea PES.

Mentiunea 1n regim permanent are rostul de a preciza ca cele doua
ecuatii rezultate prin decuplarea ecuatiei fundamentale sunt valabile pentru
orice moment t > ty, la fel ca si formula fundamentala clasica de la care
provin; pentru ca sa se intdmple acest lucru este necesar ca in cele doua
ecuatii decuplate si nu figureze argumentul timp. In acest context facem
urmatoarea remarcd : acceptarea in regim instantaneu, ci nu permanent a
celor doua egalitati decuplate poate incilca regimul static ; astfel egalitatea
H = 0 considerati instantaneu semnifici o conditie de extrem pentru
functia H(t) , ci nu conditia H = ct.

Teorema conservarii impulsului (dedusd matematic din legii
fundamentale pentru cazul particular in care SF concurente care revin PM
este echivalent cu zero) conditioneazd conservarea impulsului de
proprietatea sistemului de forte concurente respectiv, de a ramane in
echilibru ulterior momentului t, ; proprietate pe care legea fundamentald si
teorema conservarii impulsului nu o garanteaza, ci o contine numai ca o
ipotezd; intradevar, legea fundamentala garanteaza egalitatea Ry+R=H,

dar nu garanteaza separarea acestei egalitati in doud ecuatii in urma egalarii
cu zero a unuia dintre cei doi membri, ci numai stipuleaza aceastd egalitate
pentru unul din cei doi membri, daca celalalt e nul in mod garantat, in regim
permanent, unde garantia provine din surse independente de legea
fundamentala insasi.

- Teorema de echilibru intre primul postulat si teorema
conservarii impulsului

a) In cazul primului postulat, PM este izolat , astfel incat conditia de
echilibru al SF este garantatd printr-o ipoteza rezonabild de ordin fizic, iar
conditiile initiale sunt absolut arbitrare putind antrena deopotriva ambele
variante ale starii mecanice initiale; aceastd garantie lipseste in general in
cazul PMLB / LG, b) Teorema de echilibru reprezintd varianta statica a
teoremei conservarii impulsului care, la rdndul sdu constituie o consecinta a
legii fundamentale dedusa din aceasta pe cale matematica, pentru un caz
particular.

Remarcam ca in pofida asemandrii dintre teorema conservarii
impulsului si respectiv conditia de echilibru a SF concurente pe de o parte si
postulatul inertiei pe de altd parte, exista cel putin o deosebire esentiala intre
ele : postulatul inertiei se refera la un PM izolat, deci PM liber in absenta SF
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asigurand prin ipoteza de izolare o stare mecanica inertiala In oricare din
cele doud variante, (in functie de conditii initiale absolut arbitrare), pe cand
teorema conservarii impulsului are loc in prezenta unui SF echivalent cu
zero, in regim permanent pentru care multimea PES nu ocupa intregul E;
(asa cum e cazul cu primul postulat). Una din consecintele acestei deosebiri
constd in faptul cd deoarece in cazul teoremei conservarii impulsului
conditiile initiale nu pot fi in general arbitrare, varianta MRU a starii
mecanice inertiale nu constituie singura alternativa la repaus, ea nefiind
posibilad decat in cazuri de exceptie, atat pentru PMLB, cat si pentru PMLG.

Confundarea postulatului inertiei cu teorema conservarii impulsului
constituie o eroare gravd care ar submina legitimitatea prezentei primului
postulat printre cele trei postulate ale mecanicii clasice, prin interpretarea sa
ca simpla consecinti a postulatului al doilea. In realitate teorema conservarii
impulsului reprezintd intr-adevar o consecinta de factura matematica a legii
fundamentale, pe cand primul postulat are o semnificatie speciala:
evidentierea inertiei ca proprietate generald intrinseca a corpurilor (in
absenta SF) marcéand si invarianta legii fundamentale in raport cu reperele
inertiale.

Extinderea legii fundamentale de la PMLB la SM

in cele ce urmeazi vor fi relevate doud aspecte: a) legea
fundamentald privitd ca bazd obiectivda a formuldrii conditiilor de
echivalenta si clasificarea sistemelor de forte in cazul general (nu numai al
sistemelor de forte concurente) si b) legea fundamentald privita ca raport
cauzal si instrument de studiu al stérii sistemelor mecanice.

a) In esentd acest aspect se refera la trecerea de la compunerea SF
concurente (vectori legati) conform regulii paralelogramului, la reducerea
sistemelor de forte oarecare (vectori glisanti) pe baza introducerii notiunii
de torsor; astfel tabloul sinoptic al cazurilor de reducere al sistemului de
forte contine el insusi doua aspecte: (i) trecerea de la SF concurente aplicate
unui PM la SF oarecare aplicate unui SR , (ceea ce reprezinta asocierea a SF
cu obiectul actiunii lor care apare tocmai pe fondul unei disocieri a cauzei
de obiectul actiunii sale si (ii) realizarea unei clasificari (cazurile de
reducere) cu valabilitate In regim dinamic , desi acest demers s-a realizat de
pe pozitii statice (cu unele dezavantage decugand tocmai din aceasta viziune
staticd);

b) Extinderea precedentd s-a repercutat in mod firesc si asupra
aplicarii legii fundamentale ca instrumet de analizd a stirii mecanice al
oricdrui SM. Ceea ce ridicd problema incadrarii LF ca element de baza in
grupul teoremelor generale ale dinamicii.
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Incadrarea legii fundamentale ca element de bazd in grupul celor
trei teoreme generale ale dinamicii. Prin introducerea notiunii de impuls,
H , in expresia (2) a legii fundamentale, a aceleia de moment cinetic K, ,

energie cineticd E si lucru mecanic elementar dL, legea fundamentald a
condus la formularea celor trei teoreme generale ale dinamicii: teorema
impulsului, teorema momentului cinetic si teorema energiei; printr-un
rationament speculativ primele doud teoreme pot fi privite impreuna sub
titulatura de teorema torsorului. In conditii restrictive referitoare la sisteme
de forte, teorema torsorului se particularizeaza la regimul static, pentru care
teorema conservarii impulsului (la care se adaugd teorema conservarii
momentlui cinetic §i teorema conservarii energiei), teorema de echilibru a
PM, constituie forma de exprimare a celor doud variante ale starii mecanice
inertiale a PM.

Extinderea grupului celor trei teoreme generale de la PM la SR si
apoi la sisteme de solide rigide decurge in mod natural inlocuind rezultanta
SF concurente care actioneaza ca vectori legati asupra PM cu torsorul SF
care actioneazd asupra SR ca vector glisanti si, bineinteles inlocuind
impulsul, momentul cinetic si energia cineticd corespunzitoare PM cu
omoloagele lor valabile pentru SR (vezi teorema miscarii centrului de masa
etc.).

Extinderea grupului celor trei teoreme generale de SR la SPM se
face in principiu apeland la axioma eliberari conform céreia ecuatiile cu
care se opereaza in cadrul fiecareia dintre cele trei teoreme generale se pot
aplica atat SPM in ansamblu (metoda solidificarii), cat si oricarei parti a
SPM (metoda partilor), fie ca acestea sunt parti indivizibile, adica PM/SR ,
eventual sisteme rigide de puncte materiale, fie, ca sunt parti divizibile,
adica subansambluri de PM/SR ale SPM . In acelasi context schemele de
forte corespunzitoare celor doud metode sunt marcate esential si de
respectarea postulatului al treilea. In fine, metoda partilor indivizibile
poseda puterea maxima de acoperire , iar medota solidificarii se afla la polul
opus.

Modelele torsorial / energetic. Cele trei teoreme generale acopera in
mod direct partea de mecanica vectoriald care poate fi considerata zestrea
directd a modelului Newtonian. Puntea de legatura dintre mecanica
vectoriald si mecanica analiticd o constituie principiul lui d Alembert care
apartine modelului torsorial al mecanicii clasice. Trecerea de la teorema
energiei la principiul lucrului mecanic virtual si la ecuatiile lui Lagrange de
speta a doua reprezintd modelul energetic, o forma revolutionara de mare
rafinament care a adus modelul newtonian la forma actuald de exprimare.
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